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Mathématiques — AL2 — Vecteurs

AL2 - Vecteurs
Séance de TD
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CORRIGE DU QCM

Mathématiques — AL2 — Vecteurs

3
1) La norme du vecteur | 4 | vaut:
-5
00 02 O 25 0 52
1 6
2) Lesvecteurs =2 |etv=| 5 | sont:
3 -4
O colinéaires O orthogonaux O coplanaires O aucun des trois

3) Un produit scalaire est forcément nul si les deux vecteurs sont :
O de méme norme O orthogonaux O colinéaires O coplanaires

4) Si deux vecteurs non nuls ont un produit vectoriel nul, alors ils sont :
O orthogonaux O non coplanaires O scalaires O colinéaires

5) Deux vecteurs orthogonaux ont un produit scalaire ...[1]... et un produit vectoriel ...[2]... :

[1] nul [1] maximal [1] nul [1] maximal

[2] nul [2] nul [2] de norme maximale [2] de norme maximale
6) (-u)O(-v)=...

i Wvinly; O -(adv) O vOa O (-v)O(-a)

7) U et V sont deux vecteurs non colinéaires et W est orthogonal au plan (U,V) .Donc:
O (u0v)Ow=0 O u=0 O w=k(d0Ov) O (U,V,W) est directe
8) Deux vecteurs U et V telsque GOV =0 et G =-1 sont...:

O de norme 1 O orthogonaux O colinéaires et 1) colinéaires et de
de méme sens sens contraires

9) Si trois vecteurs U, V et W sont coplanaires, alors :
O (a0v)Ow=0 O (i0W) =0 O (G@)w=0 O (00v)=aw, aOR
10) Appliqué a une fonction f, 'opérateur gradient permet de déterminer :

O la direction de plus O la réciproque du O les points ou f O les valeurs
forte variation de f divergent de f s’annule extrémes de f

11) L'opérateur divergent transforme un champ ...[1]... en un champ ...[2]...

[1] scalaire [1] scalaire [1] vectoriel [1] vectoriel
[2] scalaire [2] vectoriel [2] scalaire [2] vectoriel
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1 GI FA 2015 - Test 2 — Calcul vectoriel

Dans I'espace usuel a trois dimensions muni d’un repére (O,i ,T, IZ) , on consideére les trois points A(-1, 0, 1),

Mathématiques — AL2 — Vecteurs

B(1, 1,-1) et C(0, 1, 1).

1) Justifier, grace a I'outil vectoriel, que A, B et C ne sont pas alignés.

2 1 2
ABOAC=| 1 (O] 1|=|-220
-2) lo 1

2) Calculer le produit vectoriel (?B D?C) OAB.

2 2Y) (3
(AT;DE)DE: -2 |0l 1 |=|s
1) (2] s

3) Justifier que ce dernier est dans le plan ABC.
* premiére fagon de le montrer : le produit mixte des vecteurs ﬁ, AC et (TB DTC) OAB doit étre nul.

2) (3
Vérifions : (TBDTC)[Q(EDE)DE): 2|6 |=6-12+6=0
1) le

* deuxieme facon :
AB OAC est orthogonal au plan ABC, et comme (TB DTC) OAB est orthogonal a AB DTC, il est
dans le plan (la direction planaire) ABC.
4) Cette fois-ci, les coordonnées du point C sont variables : C(X, Y, 2).
a. A quelle relation doivent obéir X, Y, et Zpour que (TB DTC) [JAB soit colinéaire a AC ?

2 X+1 2 2y+z-1 2 5x—-2y+4z+1
(TBDE)Dﬁz 10 vy O 1 |=| —2x-2z |0 1 |=| -2x+8y+2z—-4
-2 z-1 -2 -X+2y-1 -2 4X+2y+5z-1

Pour que ce vecteur soit colinéaire a TC, il faudrait remplir trois conditions impliquant les trois
variables, ce qui serait long a simplifier.
Mais, comme (TB DTC) OAB est orthogonal a ﬁ, il faudrait que AC soit orthogonal a ﬁ, soit :

-y+2z-4

ABIAC=0 = 2(x+1)+y-2(z-1)=0 = x= =-0,5y+2z-2

b. Que vaudrait alors ((HS D?C) Dﬁ) OAC ?

Ce serait le vecteur nul, puisque (?B D?C) OAB serait colinéaire a AC.

2 GIFC18/26 2016 — Applications géométriques

Dans I'espace physique de dimension 3, muni d'un repére a angles droits dont I'unité est le metre, on
donne les quatre points A(6, 1, 0), B(1, 4, —1), C(-1, 2, 0), D(0, 2, 5). Les résultats arrondis seront donnés
avec une précision d'au moins trois décimales.

1) Calculer I'aire du triangle ABC.

Page 3sur 1l
AL2 - Vecteurs — Exercices TD Corrigés — Rev 2018



@
//\/GE/\//FU/?_?; ®
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-5 -7 -6
- S - e : 1
AB=| 3 | AC=| 1| AD=|1 | ABOAC=|7 | ajre(ABc)zE 1" +7° +16" =8,746 m’
-1 0 5 16

2) Calculer le volume du tétraedre ABCD.

1) (-6

1\ 1 1 )

vqume(ABCD)zg‘(ABDAC)DxD‘:g 7|01 |=-x81=135m
16

3) En déduire la distance entre le point D et le plan ABC.
3xvolume _3x13,5
aire 8,746

volume(ABCD) :§><aire(ABCD)><d = d= =4,6305m

3 GI FC34 2015 - Applications géométriques

1 2 2
On donne les trois vecteurs suivants: U= 2|, V=|-2|, W=| 1 [.Cescoordonnées sont définies
2 1 =2

dans un repére spatial muni de trois axes formant des angles droits et dont les unités de longueurs sont
identiques.

1) Calculer les normes de U, V et W.

[ =vi+4+4=3, |[V|=va+a+1=3 W=va+1+4=3

2) Déterminer les coordonnées du vecteur U OV . Comparer ce dernier a W et en déduire I'orientation

1 2 2+4 6
ablv=2 | -2|=| 4-1 |=| 3 |=3wW
2 1 —-2-4 -6

Le produit vectoriel étant orthogonal au plan de ces deux vecteurs, W |’est aussi.

3) Déterminer la valeur de I'angle (G,V) . En déduire que les vecteurs U, V et W peuvent étre positionnés

sur trois arétes d’'un cube dont vous donnerez le volume.

1 2
UW=|2|]-2|=2-4+2=0. Par définition, ces deux vecteurs sont orthogonaux.
2 1

Ces trois vecteurs sont donc orthogonaux deux a deux, et leur norme est identique : 3. lls peuvent donc
étre représentés sur trois arétes issues d’'un méme sommet d’un cube de coté 3,
dont le volume vaut 3* = 27.
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4 GIFC18/26 2015 — Applications géométriques

Dans I'espace usuel de dimension 3 muni d’un repere (O,T, I,IZ) , on définit les points A(-2, -6, 2), B(4, 2, -

Mathématiques — AL2 — Vecteurs

2), C(2, 8, 7) et D(2, 4, 15). Répondre aux questions suivantes par des méthodes vectorielles.

1) Calculer I'aire du triangle ABC.
6 4 96

ABOAC=| 8 |O|14 |=| -46 |. aire(ABC)=%HA—B DH:H:% 96” +467 +52° = 59,24,
~4) (5) | 52

2) Ce triangle est-il rectangle ?

6 -2
AB[BC=| 8 6 |=0. Ce triangle est rectangle en B.
-4 9

3) Calculer le volume du tétraedre ABCD.

9 ) (4
1= o=\ _1 1
V:—‘(ABDAC)D\D‘:— —46 |10 | == x600 = 100.
6 6 6
52 ) (13

5 GIFA 2014 test 2 — Applications géométriques

Dans I'espace muni d'un repere (O,T, T, IZ) , d’axes perpendiculaires sur

lesquels I'unité est commune : 1 cm, on considéere les points : A(3,1,3),
B(2,3,2), C(3,3,1), D(4,2,1) et S(6,5,5). La figure ci-contre illustre
schématiquement les positions relatives de ces points, en perspective, S
étant situé au-dessus de A, B, C et D.

On utilisera exclusivement 'outil vectoriel pour traiter cet exercice.

1) a. Montrer que les segments [AC] et [BD] sont orthogonaux.

0) (2 C
ACBD=| 2 |-1|=-2+2=0
| | =4

b. Montrer que le triangle ABD est isocéle en A.
ol a2 = [ =
c. Montrer que les points A, B, C et D sont coplanaires.
-1 0 1 -2 1
(A8 OAC)mD=|| 2 O} 2 || 1 |=|2|W1 |=-2-2+4=0
-1 -2 -2 =2/ (-2

2) a. Calculer I'aire du quadrilatére convexe ABCD (en le découpant en deux triangles).
* Découpons-le en les triangles ABC et ACD :

5
. 1— —y 1
ABOAC=| -2 |. Aire deABC:E“AB DAC“:?/4+4+4=J§
5
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0 1 5
ACOAD=| 2 |0O| 1 |=| -2 |=ABOAC. Aire de ACD = aire de ABC =+/3
2 1l =

L'aire du quadrilatére ABCD est donc 2\/5 cm?,
* On peut aussi considérer le quadrilatéere comme partitionné en les triangles ABD et CBD :

-1\ (1) (-3
ABOAD=| 2 |O| 1 |= —3.AiredeABD:EHA—BDEH=EW=E\/§
N 2 2 2
1) (1) (-1
cBOCD=| 0 |0 -1|=| -1 .AiredeCBD:%"ESDE)"=%W=§\/§
1) lo) (=

L'aire du quadrilatere ABCD est donc 2\/5 cm?

b. Calculer le volume du tétraedre ABCS.
On prendra ici, par exemple, trois vecteurs issus du point A.

-2) (3 2) (3

s 1f— —\ =—| 1 1 18 9

Volume du tétraedre ABCS:E‘(AB DAC)D&S‘:E -2 |14 :g 2|4 :?:3cm .
-2/ 12 2/ 12

c. Calculer le volume de la pyramide ABCDS.
* le plus direct est d’additionner les volumes des tétraédres ABCS et ACDS.
On a pu remarquer (question 2a) que les triangles ABC et ACD ont la méme aire ; de plus, ils sont
situés dans un méme plan. Donc les volumes des tétraédres sont égaux.
Ainsi, le volume de la pyramide ABCDS est le double de celui du tétraedre ABCS, soit 6 cm’.

* toujours en souhaitant additionner les volumes des tétraedres ABCS et ACDS :

0 1)) (3 -2) (3
[ | 1 |18 L
PourACDs:—(ACDAD)DAs ==l 2 (O] 1 ||ma|==]| -2 |ma |=—=2 =3 cm?.
6 6 6 6
-] |=2/] 12 -2 12

Le volume de la pyramide ABCDS est donc 3 cm® + 3 cm® = 6 cm’.

* On peut aussi additionner les volumes des tétraédres ABDS et CBDS :

-3\ (3 3) (3
o 1ff—  —\ — 1 1 27 ,
VqumedutetraedreABDS:E(AB DAD)H\S‘:E -3|0a =213 |04 =" =45 0m’.
-3 |2 3] (2
-1\ (3 1) (3
, \ 1 pupng g — 1 1 9 3
VqumedutetraedreCBDS:E(CB DCD)EES‘:E -1|02 | ==11|04|===15cm’.
-1) |4 1) |2

Le volume de la pyramide ABCDS est donc 6 cm?.
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6 GI FC34 2014 - Applications géométriques

Soit, dans un repére orthonormé (O;T, T, R) , les points A(2;-1;0),B(1;4;-1)etC(-3;0;4).
1) Placer les points A, B, C dans la figure ci-dessous, puis compléter cette figure au fil de I'exercice.
2) Calculer I'aire du triangle ABC.

-1 -5 21
T — — 1
A(ABC) = EHAB DACH. ABOAC=| 5 |0 1 |=| 9 |. A(ABC) = > 21% +9% +24% =16,57 cm?.
-1 4 24
figure
-xC
f
S
B
3) a. Donner un vecteur orthogonal au plan ABC.
21
ABAC=| 9 | est orthogonal au plan ABC.
24
7
b. Vérifier que le vecteur U =| 3 | est orthogonal au plan ABC.
8

1— —
=§AB LJAC, CQFD.

cl
I
00 W

4) a. Vérifier que le point H(0 ; 1 ; 1) appartient au plan ABC.
Vérifions, par exemple, que le produit mixte (?B DTC) [AH estnul :

21) (-2
(?B DTC) [AH=| 9 2 |=—42+18+24 =0. Les points A, B, C et H sont coplanaires.
24
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b. Soit le point S tel que 0S =OH +0. Calculer le volume du tétraédre ABCS.

Mathématiques — AL2 — Vecteurs

21) (5
Ufe o\ = 1 1
r(/(ABCS)=—‘(ABDAC)D\S‘z— 9 |05 |==x366=61cm’.
6 6, 6

c. D’apres ce qu’on a défini au-dessus, le segment [HS] est une hauteur du tétraedre ABCS, en prenant

1
pour base le triangle ABC. Vérifier le volume de ce tétraedre par la formule V :E basexhauteur.

i :% basexhauteur = % Xﬂ(ABC)X||G||

1 1 1 1 1
- g><E\/212 +9% +247 x+[7> +3? + 82 =€\/1o98 x+/12 =€\/13395 =~ X366 =61

7 GI FA 2016 test 2 — Calcul vectoriel et intégral

Une masse M peut glisser sans frottement sur un plan horizontal. Un
ressort est fixé au centre de gravité G de la masse M et a un point F
immobile situé a une distance h de la ligne de déplacement
horizontale de G. (voir figure : h=HF)

h est également la longueur du ressort au repos, si bien que lorsque
G est a la verticale de F, en H, la masse M ne subit aucune force de la
part du ressort.

Lorsque G n'est pas a la verticale de F, on notera X leur décalage
horizontal et al'allongement du ressort : FG=h+ a.

point fixe

1) Le vecteur tension T du ressort sur la masse M a pour norme k x a, (k : raideur du ressort).
Exprimer la tension du ressort (donc cette norme) en fonction de X.
La longueur du ressort vaut h + a ; par application du théoréme de Pythagore :

h +x° =(h+a)2 - a=+h +x -h. DoncT:k(\/h2+x2 —h).

2) On envisage un déplacement horizontal de la masse M. Lors d'un déplacement élémentaire dx, le travail
recu par la masse de la part du ressort est un produit scalaire : dW =T [dX.

Montrer que dW = kx[L - lj.dx.

Vh* +x2

dW =T [dx = Hf” ><|dx| X COS('T',%) (2) Soit a I'angle géométrique FGH.
1%"® situation : comptons dx positif (déplacement vers la droite). L'expression (1) devient alors :
= — X X
dW =T [8x =T [@xx cos(Tea) = -T [dxx cosa = ~T [IX—— = —k(\/ h +x° - h)—dx
h* +x° Jh* +x

h
=kX| ——=-1 |dX
vh* +x
2°™ situation : comptons dx négatif (déplacement vers la gauche). L'expression (1) devient alors :

g X h
dW =T [dx =T [{—-dx) x cosa = -T Etlxxcosa:—k(\/h2 + X —h)—dxzkx ————— -1 |dx
) Vh? +x2 Vh? +x2

On retrouve donc bien la méme formule.
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3) On étire le ressort jusqu'a une distance X = 1, puis on lache la masse M. Calculer le travail fourni par le

Mathématiques — AL2 — Vecteurs

0
ressort, de ce point de départ jusqu'au point H, a savoir le nombre : W = L dw.

0 0 xh X ° 1
dW =k| | ——=——=—-x |.dx=k| hvW/h* + 2——} :k(hz—h\/h2+1+—)
L L( /h2+X2 J |: 2 . 2

8 Gradient et différentielle

Soit une fonction f qui, a tout point M de I'espace, repéré par ses cordonnées X, Y et z, associe le nombre
réel f(x Y, 2.

dx
Un point M étant donné, considérons un déplacement infinitésimal dv = dy | de ce point.

dz

1) Que représente le produit scalaire grad( f) v ?

of /ax) (dx f f f
grad ( )@V =| of /ay | dy :a—mx+a—my+a—ﬁdz
0x ay 0z
of /az) | dz

On reconnait la différentielle de la fonction f des trois variables X, y et z. |df = grad( f ) v

2) Que peut-on dire de la variation de f (M) au voisinage de M dans le plan orthogonal a grad( f ) ?

Cela signifie que 'ona dV O W( f )
Or, le produit scalaire de deux vecteurs orthogonaux est nul :
dVOgrad(f) < grad(f)ldv=0.
Donc, lorsque le déplacement élémentaire dV s’effectue dans le plan orthogonal 3 W( f)ona: df =
0.
Ainsi, au voisinage de M, dans le plan orthogonal a W( f ), la fonction f est constante. C’est la notion

d’équipotentielle utilisée en électrostatique.

9 GI FC18/26 2013 — Test — calcul vectoriel, divergent

- (1 _ 2
Soit le vecteur fixé U= (J et le vecteur variable V = (XYZJ
yX

1) Etudier les possibilités, pour X et y, qui rendent le produit scalaire ULV nul.
UV=0 « Xy’ +yxX* =0 « xy(x+Y)=0.
Il'y a donc trois possibilités : X=0, ouy=0,0uy=-X

0
2) Uopérateur nabla est O= ?X et le divergent d’un vecteur VestdivV=00V.
Ay
En reprenant le vecteur V défini en début d’exercice, déterminer I'ensemble des points (X, y) du plan

tels que divV =1.
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- = yX
divv=00V= + =y +x.
divV=1 < X2 + y> =1 = le point (X, y) parcourt le cercle de centre O et de rayon 1.

3) Quels sont donc des points (X, y¥) du plan tels que divV=1et UV =0?
Sachant que X’ + Y’ =1 est une condition nécessaire :

* Le cas X=0 conduit ay =% 1, tandis que cas Y= 0 conduita X=% 1

. Lree 1
* le cas y = - X donne, en substituant, deux possibilités : [ X=—= etdonc y=-—

NG ]

NG

ou[X:—i et donc y:i].

V2 V2
10 GI FA 2011 - test 2 — divergent, rotationnel

On modélise, ici en deux dimensions, I’écoulement d’un fluide par son champ de vecteurs vitesse : en tout
point M(X, y) du domaine du plan considéré, on exprime les coordonnées du vecteur vitesse du fluide en

fonction de celles de M par :
_ V, 2-Yin(x+1
V(M)=( J= 10 (x+1) :
X’y
Les coordonnées de M sont exprimées en meétres et de plus XD[O ; 2] et yD[O ; 1] .

Les coordonnées V, et V, de \7(M ) sont exprimées en metres par seconde.

)
On rappelle que diw =0V et que rotV =00V ou O est I'opérateur ox (ici en dimension 2). On

Jay

n’oubliera pas qu’un produit vectoriel se pose en trois dimensions.

1) Donner le vecteur vitesse au point O(0, 0) et celui au point A(2, 1). Calculer leurs normes, a donner avec
I'unité adéquate.

0
¥(0)= 2--In(0+1) :((Z)J . V(o) =2ms
0
1
V(A)= =gl ::(1?9} o [V (A) =189 =4,42ams7.
4

V. 9Vv. oV, oV
2) Déterminer les expressions des quatre dérivées partielles oV, , &, —X X
ox o0y ox oy
ov

- ol 1) oV, oV,
= y aVX: n(X+ ), =2xy, a_y:X
y

ox 10(x+1)" ay 10 0x

2
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3) a. Donner le rotationnel de V.

Mathématiques — AL2 — Vecteurs

. 2—1—){)In(x+1) 0
_._.:_’ _.: a 2 =
rotv =0 OV Ay 0 xoy
%Z 2X}/+M
10

b. Faire un schéma succinct, en trois dimensions, dans lequel doivent apparaitre un repére direct (O, X,
Y, 2), un point M du plan (O, X, y), son vecteur vitesse et son vecteur rotationnel conformes aux
données et résultats de I'exercice.

y

¢ :

rotV (M)

z

4) a. Donner I’expression du divergent de V .En quelle unité s’exprime-t-il ?

[T 2= L) -y
diw =00 = 10 =— 2 _+x.lls’exprimeens™.
y ] 10(x+1)
oy Xy

b. Calculer ce divergent au point O et au point A.

diw (0) = +0°=0 ; divV(A)leJrl)nZ:a,%r

10(;+1)

c. Que signifie un divergent positif ?
Un divergent (d’un champ de vitesses) positif en un point signifie qu’a travers une sphére de rayon
infinitésimal construite autour de ce point, le flux de particules est globalement sortant.

d. Déterminer I'ensemble des points du plan (O, X, y) ou le divergent est nul.
= - 10X* (x+1) -
dw(M)=0 = — Y ix=0 - M:O = 10X’ (x+1)-y=0 carle
10(x+1) 10(x+1)

dénominateur ne peut s’annuler sur notre domaine d’étude. Il s'agit de I'équation d'une courbe.
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